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摘 要
我们知道,许多特殊函数,例如经典正交多项式 (Jacobi, Laguerre,和 Hermite
多项式),柱函数和超几何函数都是同样类型的二阶常微分方程的解. 这种方程
称为超几何型微分方程. 随着更多特殊函数的不断被引入和研究,超几何型微分
方程也衍生出三种离散化形式. 本文主要研究 Kummer方程的 q-模拟和对三种
离散化形式的超几何型方程的 Rodrigues公式作推广. 具体来说:
第一章概述了超几何型微分方程及其标准形式,随后引入了三种离散化形
式的超几何型方程.
第二章我们先计算 q-超几何方程的算子形式,然后归纳出一般形式,由此我
们第一次得到 Kummer方程的一个 q-模拟. 为简单我们称它为 q-Kummer方程.
然后我们建立了 q-差分方程情况下的奇点概念. 利用微分方程中的 Frobenius
方法, 我们得到了 q-Kummer方程在奇点附近的线性无关形式级数解. 在当形
式级数解发散的情况下,我们得到两种在一定条件下收敛的积分解. 最后利用
q-Kummer方程我们得到了关于 q-超几何级数 11 与紧邻的四个连带函数间的
递推关系.
第三章我们推导了超几何型微分方程的第一种离散化形式超几何型 q-差分
方程的多项式解的表达公式,即 q-Rodrigues公式. 随后我们给出了 q-差分方程
情况下伴随方程的两种定义.利用伴随方程我们给出了超几何型 q-差分方程除
多项式解之外解的两种表达公式. 并且举例说明我们推广的 q-Rodrigues公式是
与超几何型 q-差分方程的第二类函数线性相关的. 最后一节我们给出了超几何
型 h-差分方程情况下 h-Rodrigues公式的推广.
第四章首先给出一般格子上积分的两个定义,并分析他们与 q-积分, h-积分
的紧密联系.随后受微分方程与 q-差分方程情况下线性算子与其伴随算子之间
关系的启发,我们给出了非一致格子情况下伴随方程的定义.然后利用得到的伴
随方程给出了在非一致格子下超几何型差分方程的除多项式解之外其他解的表
达公式. 随后利用伴随方程我们也得到了关于一种超几何型特殊函数的三项递
推关系.最后与第三章方法类似,利用待定系数法我们给出了更一般的解的表达
式.
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关键词：超几何型微分方程; q-Kummer 方程; Frobenius 方法; 连带函数; q-
Rodrigues公式;非一致格子;伴随方程;三项递推关系.
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ABSTRACT
The special functions of mathematical physics, namely, the classical orthogonal
polynomials (Jacobi, Laguerre, and Hermite polynomials), the cylindrical and hyper-
geometric functions, are solutions of the second order differential equation with the
same type. These equations are called hypergeometric differential equations. With
more and more special functions are introduced and studied, there are three discretiza-
tions of the hypergeometric differential equations. In this thesis, we establish a q-
analogue of Kummer’s equation and give extensions of Rodrigues formula in the three
discretizations.
In Chapter 1, hypergeometric differential equations and their normal forms are
presented. Moreover, three discretizations of hypergeometric differential equations
are also given.
In Chapter 2, we first compute the operator form of q-hypergeometric equation,
then using the operator form, the general form are established. From the general form,
a q-analogue of Kummer’s equation called q-Kummer’s equation is obtained for the
first time. Then, we give the notion of singular point in the case of q-difference equa-
tions. Linearly independently formal series solution are obtained by using Frobenius
method in ODEs. Given the formal series solutions are divergent, we have two inte-
gral solutions which are convergent under certain conditions. In the end, we establish
six contiguous relations about the q-hypergeometric series 11.
In Chapter 3, we give a derivation about the q-analogue of Rodrigues formula of
the hypergeometric q-difference equations. Then, two ways of definition about adjoint
equations in the case of q-difference equations are given. Using adjoint equations, we
give two explicit forms of solutions except the polynomials solutions. Moreover, the
extended Rodrigues formula are closely related with the second kind function of hy-
pergeometric q-difference equations exemplified by the little q-Jacobi polynomials. In
the end, a more general extension of Rodrigues formula in the case of hypergeometric
h-difference equations is presented.
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ABSTRACT
Chapter 4 is devoted to the hypergeometric difference equations on non-uniform
lattices. Two notions of integrations on general lattices are given in the first sec-
tion. Inspired by the cases of differential equations and its q-analogue, we give a
definition of adjoint equation corresponding to hypergeometric difference equations
on non-uniform lattices. Then using the adjoint equation, we give an explicit form
about the solutions of hypergeometric difference equations on non-uniform lattices
except polynomial solutions. We also obtain a three-term recurrence relation about a
special function which is a solution of the adjoint equation. In the end, a more gen-
eral extension of Rodrigues formula is given by using a similar method as the one in
Chapter 3.
Key Words: hypergeometric differential equation; q-Kummer’s equation; Frobenius
method; contiguous function; q-Rodrigues formula; non-uniform lattice; adjoint equa-
tion; three-term recurrence relation.
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第一章 绪论
x 1.1 研究背景
令 (z)和 (z)分别为关于复变量 z 的至多二次和至多一次多项式, j00j +
j 0j > 0,  2 C为常数. 下面的二阶常微分方程
(z)u00(z) + (z)u0(z) + u(z) = 0; (1.1.1)
称为超几何型微分方程. 通过待定系数法我们可以得到 (1.1.1)的形式级数解.
定理 1.1.1: [13]若 z = a是方程 (z) = 0的一个解,则方程 (1.1.1)具有如下形
式的特解
u(z) =
1X
n=0
cn(z   a)n; (1.1.2)
其中 cn满足递推关系
cn+1
cn
=  + n[
0 + 12(n  1)00]
(n+ 1)[(a) + n0(a)]
: (1.1.3)
否则,若方程 (z) = 0没有解,但是方程 (z) = 0有一个解 z = a,则方程 (1.1.1)
也存在形如 (1.1.2)的级数解,其中
cn+2
cn
=   + n
0
(n+ 1)(n+ 2)0(a)
: (1.1.4)
关于超几何型微分方程有两个结果:
(1) 若  0 6= 0,则通过关于变量 z的线性变换 [44],方程 (1.1.1)可以转化为如下
标准形式
z(1  z)u00 + [c  (a+ b+ 1)z]u0   abu = 0; (Euler超几何方程)
zu00 + (b  z)u0   au = 0; (Kummer方程或合流超几何方程)
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u00   2zu0 + du = 0; (Hermite方程)
其中 a; b; c; d 2 C为参数. 根据 (1.1.2)–(1.1.4) ,上面标准方程的特解分别是
Gauss超几何函数,合流超几何函数(或称为 Kummer函数)和 Hermite函数.
(2) 若对于某个正整数 n,
 = n :=  n(n  1)
00
2
  n 0且 m 6= n; m = 0; 1; : : : ; n  1; (1.1.5)
则方程 (1.1.1) 的特解 (1.1.2) 变成了有限项级数, 即具有 n 次多项式解
un(z). 在 1929年, Bochner对方程 (1.1.1)的多项式解作了分类. 他证明了
在经过关于变量 z 的线性变换之后方程 (1.1.1) 具有如下的多项式系统
[14]:
(i) Jacobi多项式 fP (;)n (z)g1n=0, (; ;  +  + 1 =2 f 1; 2; : : : ; g)
(ii) Laguerre多项式 fL()n (z)g1n=0, ( =2 f 1; 2; : : : ; g)
(iii) Hermite多项式 fHn(z)g1n=0
(iv) Bessel多项式 fB(;)n (z)g1n=0, ( =2 f0; 1; 2; : : : ; g且  6= 0).
事实上, 在某些参数(;  >  1) 范围内, 前三种情况都是实区间上的正
交类, 第四种是在圆周上正交. 然而在某些参数下, Bessel多项式也存在
有限个在实区间的正交类. 特别的, 当  =  = 0时, Jacobi多项式即是
Legendre多项式,记作 Pn(z). 它第一次由 Legendre在1785年通过生成函数
定义
1X
n=0
Pn(z)t
m = (1  2zt+ t2)  12 : (1.1.6)
由 (1.1.6)式可推出 Legendre微分方程
(1  z2)P 00n (z)  2zP 0n(z) + n(n+ 1)Pn(z) = 0: (1.1.7)
Olinde Rodrigues (1816), Sir James Ivory (1824)和 Carl Gustav Jacobi (1827)
分别独立给出了 Legendre多项式的如下微分表示
Pn(z) =
( 1)n
2nn!
dn
dzn
(1  z2)n: (1.1.8)
后来 Heine(1878)就把 (1.1.8)称为 Rodrigues公式. 现在与 (1.1.8)类似的任
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第一章 绪论
何正交多项式的微分表示都被称为 Rodrigues公式(关于 Rodrigues公式的
历史详见[12]).
对于一般的超几何型微分方程,其多项式解 un(z)也有一个微分表示: [15]
un(z) =
1
(z)
dn
dzn
((z)n(z)); (1.1.9)
其中 (z)满足 Pearson方程
((z)(z))0 = (z)(z):
上面 un(z)的微分表示 (1.1.9)称为 Rodrigues公式. 自然地,这里有个问题:
若对于某个正整数 n来说,条件 (1.1.5)成立,则方程 (1.1.1)除了多项式之
外的解的微分表示是什么? 对于变量 z 是实变量的情况, 这个问题已由
Area等人在文献 [7]中回答(事实上, Vicente Gonc¸alves早已在其文章 [25]
中得到,见文章 [46]). 他们得到了 Rodrigues公式的一个推广(我们把方程
的一般解也记作 un(z) )
un(z) =
1
(z)
dn
dzn

(z)n(z)

C1 + C2
Z
dz
(z)n+1(z)

; (1.1.10)
其中 C1; C2是任意常数.
最近,受文献 [25]的启发, W. Robin建立了更一般的Rodrigues公式 [52](z 2
R)
un(z) =
1
(z)
dn
dzn

(z)n(z)

C +
Z
Pn(z)
(z)n+1(z)
dz

; (1.1.11)
其中 Pn(z)是任意至多 n次多项式并且 C 是任意常数.
James M. Horner在二十世纪六十年代对 Rodrigues公式也作了类似的推
广(同样 z 2 R) [28–30].
un(z) =
dn 1
dzn 1

n(z)W (z; z0)

k1 +
Z z
z1
k2Pn 1(t)
W (t; z0)n+1(t)
dt

;
其中 k1; k2为任意常数, Pn 1()为任意至多 n  1次多项式,
W (z; z0) = e
  R z
z0
(t)
(t)dt并且 z0; z1是任意使得积分存在的点.
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更多地,方程 (1.1.1)有三种离散化形式. 第一种是超几何型 q-差分方程
(z)DqDq 1u(z) + (z)Dqu(z) + u(z) = 0; (1.1.12)
其中
0 < q < 1; Dqu(z) =
u(z)  u(qz)
(1  q)z ; Dq 1u(z) =
u(z)  u(q 1z)
(1  q 1)z :
第二种是超几何型的 h-差分方程
(z)D2hu(z   h) + (z)Dhu(z) + u(z) = 0; (1.1.13)
其中
h 2 Cnf0g; Dhu(z) = u(z + h)  u(z)
h
; D2hu(z) = Dh (Dhu(z)) :
最后一种是在格子 x(z)上的超几何型差分方程 [50]
e[x(z)] 
x(z   1=2)
ru(z)
rx(z)

+
1
2
e [x(z)] u(z)
x(z)
+
ru(z)
rx(z)

+ u(z) = 0:
(1.1.14)
其中格子 x(z)定义为具有如下形式的复变量函数
x(z) = c1q
z + c2q
 z + c3; (1.1.15)
或
x(z) = ec1z2 + ec2z + ec3; (1.1.16)
其中 ci;eci 2 C是常数, e(x)和 e(x)是分别关于格子 x(z)的至多二次和至多一
次多项式,
u(z) = u(z + 1)  u(z); ru(z) = u(z   1) = u(z)  u(z   1):
若 c1c2 6= 0, ec1ec2 6= 0,则格子 x(z)称为非一致格子. 此时方程 (1.1.14)称为非一
致格子上的超几何型差分方程.
容易看到,若 u(z)是关于 x(z)的函数并且 x(z) = qz,则方程 (1.1.14)等价
于超几何型 q-差分方程 (1.1.12). 若 x(z) = z, 则方程 (1.1.14)对应于超几何型
h-差分方程 (1.1.13)中 h = 1的情况. 因此方程 (1.1.14)可以看作前面两种离散
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